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摘要 : 尽管线性微分系统已经有一系列的理论结果 ,但是其相应的具滞后的线性或者非线性系统的研究并不太多.
本文讨论了一类非线性微分系统的振动性态. 我们所用的分析方法比较简便且结论比已给出的结论要好.
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　　在本文 ,我们考虑下列三阶非线性滞后微分系
统解的振动性性态.
yÊ( t) + p ( t) y′+ q ( t) yα( t - τ) = 0 (1)
以及
yÊ( t) + p ( t) y′+ q ( t) f ( y ( t - τ) ) = 0 (2)
其中τ ≥0 , p , q ∈ C ( [ t0 , ∞) , R) , f ∈ C ( R , R)
及α > 0 为正的奇整数或者可表示相应的商.
给定 y ( t) 为系统 (1) 与 (2) 的解 ,考虑该类系
统的解 y ( t) 在半区间[ T y , ∞) Α [ t0 , ∞) 上存在 ,
其中 Ty 依赖于 y , 且在某无穷领域内是非平凡的
解 ,即存在 t 3 > Ty ,当 t ∈[ t
3 , ∞) 时有 y ( t) ≠
0 ,此处我们关注系统 (1) 与 (2) 的实值解. 系统 (1)
与 (2) 的解被称为振动的 ,若对充分大的 ,系统的解
有无穷多个零点 ;否则称其为非振动的 ,非振动解要




结论见文献[2 ～ 7 ].
本文的工作基于在文献 Skerlik[8～10 ] . 对线性齐
次微分系统 Skerlik 已经得到了振动性存在的必要
条件. 我们将利用该文的方法讨论非线性滞后微分
系统 (1) 与 (2) ,并得到相应的结论. Parhi 分析了更
一般的微分系统振动性条件. 我们将结合这些文献
的方法来分析非线性滞后微分系统 (1) 与 (2) ,所得
到的结论要优于文献 Parhi[8 ] 的无滞后情形下的结
果 ,同时我们的结论推广了文献[11 ] 中无滞后情况
下的结果.
1 　主要结论 I
在本节里我们假定 p 与 q 满足下列条件 :
p ( t) ≤0 , q ( t) > 0 及 t ≥ t0 (3)
将得出关于系统 (1) 或者 (2) 的振动性必要条件 ,同
时我们讨论了系统 (1) 与 (2) 振动解的性态.
首先 ,我们给出下面要用到的引理.
引理 1 　若 y 是在区间[ Ty , ∞) 的系统 (1) 与
(2) 的非振动解 , 则存在 t 3 ∈ [ T y , ∞) 使得
y ( t) y′( t) > 0 或者 y ( t) y′( t) < 0 ,此处 t > t 3 .
证 　假设 y ( t) 为系统 (1) 在[ t0 , ∞) 上的非振
动解. 不失一般性 ,假定存在 T1 > t0 ,当 t > T1 时
有 y ( t) > 0 及 y ( t - τ) > 0 . 我们将证明 y′( t) 是
非振动的. 若 y′( t) 为振动的 ,则存在一递增的序列
{ t k} 使得 y′( t k) = 0 ,其中 k = 1 ,2 ⋯, lim
k ϖ ∞
t k = ∞.
但是 ( y′y″)′= ( y″) 2 - p ( t) ( y′) 2 - q ( t) yα( t) y′,
此即表明 ( y′( t k) y″( t k) )′> 0 . 因为 y′( t k) y″( t k)
= 0 , 则存在 t k 的一右邻域 , 当 t > t k 时使得
y′( t) y″( t) > 0 ;另外存在大于 t k 的第 1个点 t k +1 >
t k 使得 y′( t k +1) = 0 ,于是 ( y′( t k +1) y″( t k +1) )′> 0 ,
这样存在 t k +1 的左邻域使得 y′( t) y″( t) < 0 ,这些
将表明存在点 t̂ ∈ ( t k , t k +1) 使得 y′( t̂ ) y″( t̂ ) = 0 ,
此与当 t ∈( t k , t k +1) 时 y′( t) y″( t) ≠0 矛盾. 矛盾
显示将存在 T > t0 使得 y ( t) y′( t) > 0 或者
y ( t) y′( t) < 0 . 证明完毕.





{ ( - 9 p ( s) s2 - 2 - 18 s - (2 + 12 p ( s) s2 +
12 s) 1 + 6 s - 3 p ( s) s2) / (27 s) + s2 q ( s) k} d s =
∞,则系统 (1) 的具有零点的一切解是振动的.
证 　假设为系统 (1) 在[ t0 , ∞) 上具有零点满
足 y ( t1) = 0 的非振动解 ,其中 t1 > t0 . 不失一般
性 ,设存在 t2 > t0 ,当 t > t2 时使得 y ( t) > 0及 y ( t
- τ) > 0 ,其中大于 t2 后 y ( t) 无零点. 因为 y ( t) 为
系统 (1) 的解 ,由系统特点 ,表明 - y ( t) 也为其解.
由引理 1 可见当 t > t 3 > t2 时 y′( t) > 0 或者
y′( t) < 0 . 令 y′( t) < 0 ,当 t > t 3 . 因为 y ( t2) =
0 以及当 t > t2 时 y ( t) > 0 ,则存在 t > t3 时 y′( t)
< 0 . 现在对系统 (1) 两边同时乘以 y′( t) 且从 t3 到




[ ( y″( s) ) 2 -
p ( s) ( y′( s) ) 2 - q ( s) yα( s - τ) ]d s > 0 ,则有 t > t3
时 , y″( t) < 0 . 此即表明对充分大的 t 有 y ( t) < 0 ,
这与 y ( t) > 0 矛盾. 若当 t > t 3 时有 y′( t) > 0 .
令 z ( t) = t
2 y′( t)
y ( t)

















　t2 q ( t) y
α( t - τ)
y ( t)
] (4)
因当 t > t 3 时 y′( t) > 0 ,则存在 k 使得y
α( t - τ)
y ( t)







　[ ( - 9 p ( t) t2 - 2 - 18 t - (2 + 12 pt2 + 12 t)







+ ( p ( t) -
2
t
) z + t2 q ( t) k 在
z ( t) > 0 时 的 极 值 点 为 z ( t)
t + t 1 + 6 t - 3 pt2
3
,其最小值满足 ( - 9 p ( t) t2 -
2 - 18 t - (2 + 12 pt2 + 12 t) 1 + 6 t - 3 pt2 ) / (27 t)
+ t2 qk ,对上述不等式两边从 t 3 到 t > t 3 积分得 :










{ ( - 9 p ( s) s2 - 2 - 18 s -
　(2 + 12 p ( s) s2 + 12 s) 1 + 6 s - 3 p ( s) s2 ) /
　(27 s) + s2 q ( s) k} d s









不等式两边从 t 3 到 t > t 3 积分得 :









{ ( - 9 p ( u) u2 - 2 - 18 u -
　(2 + 12 p ( u) u2 + 12 u)
1 + 6 u - 3 p ( u) u2 ) /
　(27 u) + u2 q ( u) k} d ud s .
其中 L 1 = z ( t




3 , L 2 = (
8
3
+ l0) t .
因此 ,依据定理 1 . 1 条件可得 z ( t) < 0 ,此与假设
z ( t) > 0 矛盾. 同样地 ,对充分大的 t 若 y ( t) < 0 ,
我们可以得出类似的矛盾结果. 定理证明完毕.
例 1 　考虑下列系统 : yÊ( t) + p0 tβy′( t) +
q0 t
- 3 y
α( t - τ) = 0 ,其中 p0 < 0 , q0 >
4
9
- 3 P0 ,
β < - 2 ,α > 1 为常参数. 这些参数满足定理 1 . 1 的
条件. 但文献 [8 ] 中的定理 2 . 2 表明不能得到定理
1 . 1 的结论.
定理 1 . 2 　假设α < 1 ,对每个 k > 0 定理 1 . 1
的条件成立 , 则系统 (1) 的任意具有零点的有界解
为振动的.
证 　类似于定理 1 . 1 的证明过程 ,此处忽略.
定理 1 . 3 　假定存在常数 h 对 y ≠ 0 使得
f ( y ( t - τ) )
y ( t)




{ ( - 9 p ( s) s2 - 2 - 18 s - (2 + 12 p ( s) s2 +
12 s) 1 + 6 s - 3 p ( s) s2) / (27 s) + s2 q ( s) h} d s =
∞,则系统 (2) 具有零点的一切解为振动的.
证 　假定 y ( t) 为系统 (2) [ t0 , ∞) 上的非振动
解 ,且存在 t1 > t0 有 y ( t1) = 0 . 不失一般性 ,假设
存在 t2 > t0 ,当 t > t2 时使得 y ( t) > 0及 y ( t - τ)
> t0 ,此处 t2 为 y ( t) 的最后一零点. 因 y ( t) 为系统
(1) 的解 , 于是 y ( t) 也为其解. 利用引理 1 可得
y′( t) > 0 or y′( t) < 0 ,其中 t > t 3 > t1 . 令 y′( t)
< 0 ,此处 t > t 3 . 则应用定理 1 . 1 的证明过程可得
出矛盾. 若当 t > t 3 时 y′( t) > 0 , 令 z ( t) =
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t2 y′( t)
y ( t)








　 - [ ( - 9 pt2 - 2 - 18 t - (2 + 12 pt2 + 12 t)









等式两边从 t 3 到 t > t 3 积分得 :








{ ( - 9 p ( u) u2 - 2 -
　18 u - (2 + 12 p ( u) u2 + 12 u)
　 1 + 6 u - 3 p ( u) u2 ) / (27 u) +
　u2 q ( u) h} d ud s ,
其中 L 1 与 L 2 为积分常数. 于是依照定理 1 . 3 对充
分大的 t 有 z ( t) < 0 , 此与 z ( t) > 0 相矛盾 . 即
y ( t) 为振动的 ,证明完毕.
注 (1) 定理 1 . 1 可应用到系统 (2) . 但是要注意
的是定理 1 . 3 条件比定理 1 . 1 要弱. (2) 定理 1 . 3 扩
展并改进了文献[12 ] 中的定理 1 . 3 .
定理 1 . 4 　令





{ ( - 9 p ( u) u2 - 2 - 18 u -
　(2 + 12 p ( u) u2 + 12 u)
　 1 + 6 u - 3 p ( u) u2 ) / (27 u) +
　u2 q ( u) k} d ud s ,
此处 t̂ > t0 ,若存在ε< 2以及常数 K使得 R ( T) ～
Kt
ε
, ( t ϖ ∞) . 则系统 (1) 的任意具有零点的有界非
振动解具有性质 :




L 1 + L 2 s - R ( s)
s2
) d s ] ,
以及lim
t ϖ ∞
y′( t) = 0 .
证 　假定 y ( t) 为系统 (1) 在[ t0 , ∞) 的非振动
解 ,具有 y ( t1) = 0 ,此处 t1 > t0 . 不失一般性 ,设存
在 t2 > t0 ,当 t > t2 时使得 y ( t) > 0 及 y ( t - τ)
> 0 ,其中 t2 为 y ( t) 的最后一零点. 因为 y ( t) 为系
统 (1) ,的解 ,即 y ( t) 也为其解. 利用引理 1 我们知
道当 t > t 3 > t1 时 ,有 y′( t) > 0 或 y′( t) < 0 . 令
y′( t) < 0 ,此处 t > t 3 . 这样我们重复定理 1 . 1 的
证明过程可得矛盾结果. 若当 t > t 3 时 ,有 y′( t) >
0 . 令 z ( t) = t
2 y′( t)
y ( t)
> 0 ,此处 t > t 3 ,则 z ( t) 满















+ t2 q ( t)
y
α( t - τ)
y ( t)
]. 仿照定理 1 . 1 证明可知 :








{ ( - 9 p ( u) u2 - 2 -
　18 u - (2 + 12 p ( u) u2 + 12 u)
　 1 + 6 u - 3 p ( u) u2 ) / (27 u) +
　u2 q ( u) h} d ud s ,
其中 L 1 = z ( t
3 ) - (
8
3
+ L 0) t





+ L 0) t ,此将表明
t2 y′( t)
y ( t)
≤L 1 + L 2 t - R ( t) ,
即 y′( t) ≤
L 1 + L 2 t - R ( t)
t2
y ( t) ϖ0 ( t ϖ ∞) , 因
此 , lim
t ϖ ∞
y′( t) = 0 . 对上述不等式两边从 t 3 到 t >
t 3 积 分 得 y ( t) ≤





L 1 + L 2 s - R ( s)
s2
) d s ]. 证明完毕.
定理 1 . 5 　假设存在常数 h 使得 f
( y ( t - τ) )
y ( t)
≥ h > 0 ,此处 y ≠0 ,令





{ ( - 9 p ( u) u2 - 2 - 18 u -
　(2 + 12 p ( u) u2 + 12 u)
　 1 + 6 u - 3 p ( u) u2 ) / (27 u) +
　u2 q ( u) k} d ud s ,
其中 t̂ > t0 . 若存在ε< 2 以及常数 K使得 R ( t) ～
Kt
ε
, ( t ϖ ∞) . 则系统 (2) 的一切有界非振动解具有
定理 1 . 4 的结论.
证 　类似定理 1 . 4 的证明过程.
对上述定理中在情形 p ( t) ≡0 下 ,有下列推论.






{ ( - 9 p ( u) u2 - 2 - 18 u - (2 + 12 p ( u) u2 +
　12 u) 1 + 6 u - 3 p ( u) u2 ) / (27 u) +
　u2 q ( u) k} d ud s = ∞,
则系统 yÊ( t) + p0 tβy′( t) + q0 t - 3 yα( t - τ) = 0 一
切具有零点的解是振动的.
注 　我们可以注意该推论与文献[8 ]针对无滞
后系统的定理 2 . 15 的条件要弱.
例 2 　考虑下列系统 :
yÊ( t) + (2 + 18 t + (2 + 12 t
2 + 12 t)
27 t
+
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t
α) y ( t - 1) = 0 ,
其中 2 < α≤3 为实常数 ,易见推论的条件满足 ,但
是利用在文献[8 ]中的定理 2 . 15该系统不满足相应
条件.
2 　主要结论 II
在本节里我们将考虑系统 (1) 与 (2) 在下列条
件的振动解的性态 : p ( t) ≥0 , q ( t) ≥0 及 t ≥ t0 .
先给出后面证明要用到的引理.
引理 2 　假定当 t ≥ t0 时 , p ( t) ∈C ( [ t0 , ∞] ,
R) 以及 p′( t) ≤0 . 设 y ( t) 为系统 (1) 或者 (2) 的
解 ,且存在 t 3 ∈[ t0 , ∞) 使得 F( y ( t
3 ) ) ≤0 ,其中
F( y ( t) ) = 2 y ( t) y″( t) - ( y′( t) ) 2 + p ( t) y2 ( t)
> 0 ,则 y ( t) 要么是振动的要么存在 d ≥ t 3 使得
y ( t) > 0 , y′( t) > 0 , y″( t) > 0 及 yÊ( t) < 0 ,此处
t > d 及 y ( t) < 0 , y′( t) < 0 , y″( t) < 0 及 yÊ( t)
> 0 ,此处 t > d .
证 　设 y ( t) 为系统 (1) 的非振动解且当 t 3 ≥
0时满足 F( y ( t 3 ) ) ≤0 . 不失一般性 ,假定对 t > T
≥ t 3 有 y ( t) > 0 . 则我们可得到.
[ F ( y ( t) ) ]′= p′( t) y2 ( t) -
　2 q ( t) y ( t) yα( t - τ) ≤0 , 　t ≥ T ,α ≥1 .
因此存在 t ≥ T ,当 t ≥ t 时使得 F( y ( t) ) < 0 且
lim
t ϖ ∞






( t) y ( t) - ( y′( t) ) 2
y2 ( t)
< - p ( t) ≤0 , t ≥t . 这样 ,函数 y′
y
在区间[ t , ∞) 上
递减 ,从而 y ( t) > 0 , y′( t) ≠0 ,此处 t ≥ t ,剩下的
证明类似于文献[9 ].
注 　(1) 对于系统 (2) , 引理 2 中的关于系数
p′( t) 的条件可以用下列较弱条件代替 :2βq ( t) -
p′( t) ≥0 , t ∈[ t0 , ∞) 以及 2βq ( t) - p′( t) 在区
间[ t 3 , ∞) 非一致为 0 ,此处 t 3 ≥ t0 > 0 . (2) 从引
理 2可见系统 (1) 在条件α≥1下以及系统 (2) 在条
件 F( y ( t 3 ) ) ≤0 (此处 t 3 ∈[ t0 , ∞) ) 下的非振动
解是有界的.
定理 2 . 1 　设引理 2 的假设条件成立 ,对 t > 0





( 12 + 9 p
( t) t + 12 p ( t) t - 10) 3 - 3 p ( t) t
9 t
+ t2 q ( t) k) d t = ∞,则系统 (1) 的具有零点的一切
解是振动的.
证 　令为系统 (1) 的解且满足 F( y ( t 3 ) ) ≤0 ,
此处 t 3 ≥ t0 使得 y ( t
3 ) = 0 . 依据引理 2结论可见
y ( t) 是振动的或者对充分大的 t 有 y ( t) y′( t) > 0 .
假设 y ( t) 是最终为正的 ,对 y ( t) 为最终负解可重
复下面的证明过程. 这样 ,存在 T > t 3 ,当 t > T 时
使得 y ( t) > 0 . 假设 t 3 为 y ( t) 的最后一零点 (假设
其可能多于 1 个零点) . 类似定理 1 . 1 的证明. 令
u ( t) =
ty′( t)
y ( t)
,则 u ( t) 满足 :
( ( t u)′+ 3
2
u2 - 4 u)′= - 1
t
( u3 - 3 u2 + 2 u +
　pt u + t3 qyα( t - τ) y - 1 ( t) ) ,
因为当 t > t 3 时有 y′( t) > 0 ,从而存在常数 k 使
得 yα( t - τ) y - 1 ( t) > k .
因此可得 ,
( ( t u)′+ 3
2
u2 - 4 u)′= - 1
t
　(12 + 9 p
( t) t + 12 p ( t) t - 10) 3 - 3 p ( t) t
9 t
　+ t2 q ( t) k) .
对上式两边从 t̂ > t 3 到 t > t̂ 积分并利用定理 1 . 1
的分析可得对充分大的 t ,有 u ( t) < 0 . 此与 u ( t)
> 0 矛盾. 证明完毕.








< - 1 是常数. 易见定理 2 . 1 的所有条件满足.
定理 2 . 2 　假设引理 2条件成立 ,对于 t > 0 ,有





(12 + 9 p
( t) t + 12 p ( t) t - 10) 3 - 3 p ( t) t
9 t
+
t2 q ( t) h) d t = ∞,则系统 (2) 的具有零点的一切解
是振动的.
证 　类似定理 2 . 1 的证明. 此处省略.
按照上面同样的方法 ,下面结论成立.







12 + 9 p ( t) t + 12 p ( t) t - 10) 3 - 3 p ( t) t
9 t
+
　t2 q ( t) k) d t ,
此处 t ≥ t0 , k > 0 为一常数. 若存在ε < 2 以及常
数 K 使得. 则系统 (1) 的一切有界非振动解具有下
列性态 :




L 1 + L 2 s - R ( s)
s2
) d s ]及
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lim
t ϖ ∞
y′( t) = 0 .
证 : 　证明过程类似于定理 1 . 4 ,此处省略.
定理 2 . 4 　假设存在常数 h 使得 f
( y ( t - τ) )
y ( t)






(12 + 9 p
( t) t + 12 p ( t) t - 10) 3 - 3 p ( t) t
9 t
+
t2 q ( t) k) d t ,若存在ε < 2 以及常数使得 R ( t) ～
Kt
ε
, ( t ϖ ∞) ,则系统 (2) 的一切有界非振动解具有
定理 2 . 3 相似的结论.
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Abstract : Although a considerable amount of research has been done on the linear homogeneous differential e2
quations of third order without time2delay , the corresponding linear or nonlinear functional differential equations
are less studied. This paper investigates the oscillatory and nonoscillatory behavior of solutions of a class of third
order nonlinear functional differential equations. Our techniques are better than those presented at appeared.
Our results are first given in the literature.
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